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摘要　为提高频率域有限差分（ＦＤ，ｆｉｎｉｔｅｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ）正演模拟技术的计算精度和效率，基于旋转坐标系统的优化

差分格式被广泛应用，但是只应用于正方形网格的情况．基于平均导数法（ＡＤＭ）的优化差分格式，应用于正方形和

长方形网格模拟．这些频率域有限差分算子，各自具有不同的差分格式和对应的优化系数求解表达式．本文基于三

维声波方程发展了一种新的优化方法，只要给定ＦＤ模板形式，可直接构造频散方程，求取ＦＤ模板上各节点的优

化系数．此方法的优点在于频率域ＦＤ算子的优化系数对应各个节点，可扩展优化其他格式．运用此优化方法，计算

得到了不同空间采样间距比情况下２７点和７点格式的优化系数．数值实验表明，优化２７点格式与 ＡＤＭ２７点格

式具有相同的精度，优化７点格式比经典的７点格式具有更小的数值频散．
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０　引言

频率域有限差分正演模拟可用于全波形反演和

逆时偏移，在地震波场模拟中占有重要地位（ｅ．ｇ．

Ｐｒａｔｔ，１９９９；Ｂｒｏｓｓｉｅｒｅｔａｌ．，２００９；ＶｉｒｉｅｕｘａｎｄＯｐｅｒｔｏ，

２００９；ＬｏｅｗｅｎｔｈａｌａｎｄＭｕｆｔｉ，１９８３；ＰｌｅｓｓｉｘａｎｄＭｕｌｄｅｒ，

２００４；Ｋｉｍｅｔａｌ．，２０１１）．相比于时间域模拟，具有无时

间频散和累积误差，适合多炮并行运算，频带选取灵

活，易于模拟非弹性效应等优点．Ｐｒａｔｔ和 Ｗｏｒｔｈｉｎｇｔｏｎ

（１９９０）基于２Ｄ声波方程提出了经典的５点频率域

有限差分格式，但是数值频散严重．为提高计算精

度，基于旋转坐标的ＦＤ格式被广泛应用（ｅ．ｇ．Ｊｏｅｔ

ａｌ．，１９９６；ＳｈｉｎａｎｄＳｏｈｎ，１９９８；ｔｅｋｌａｎｄＰｒａｔｔ，

１９９８；Ｈｕｓｔｅｄｔｅｔａｌ．，２００４；Ｏｐｅｒｔｏｅｔａｌ．，２００７，２００９，

２０１４；曹书红和陈景波，２０１２）．Ｊｏ等（１９９６）利用０°和

４５°方向的组合差分近似拉普拉斯算子，对２Ｄ声波

方程提出了优化９点差分格式，频散曲线得到较大

的改进．之后，Ｏｐｅｒｔｏ等（２００７）将其扩展至基于３Ｄ

黏弹性声波方程的２７点格式．但是旋转坐标的ＦＤ

格式只适用于空间横纵向等间隔采样的情况，使得

此种方法在实际波场模拟中受限．为了适应长方形

网格的模拟，平均导数法（ＡＤＭ，ａｖｅｒａｇｅｄｅｒｉｖａｔｉｖｅ

ｍｅｔｈｏｄ）应运而生（Ｃｈｅｎ，２０１２；张衡等，２０１４；Ｚｈａｎｇ

ｅｔａｌ．，２０１５；Ｔａｎｇｅｔａｌ．２０１５；ＣｈｅｎａｎｄＣａｏ，２０１６）．

Ｃｈｅｎ（２０１２）对２Ｄ声波方程提出了基于平均导数法

的优化９点格式，这种格式包含了旋转９点格式．之

后Ｃｈｅｎ（２０１４）将其扩展至３Ｄ声波情况．以上基于

旋转坐标的优化格式均是对应基于平均导数法优化

格式的一种特殊形式，理论上平均导数优化格式的

精度要优于相应的旋转坐标优化格式．

在时间域有限差分正演算法中，往往存在一般

性通用的ＦＤ算子系数确定方法（ｅ．ｇ．Ｈｏｌｂｅｒｇ，１９８７；

ＬｉｕａｎｄＳｅｎ，２００９；ＣｈｕａｎｄＳｔｏｆｆａ，２０１２；Ｚｈａｎｇａｎｄ

Ｙａｏ，２０１２，２０１３）．只要给定ＦＤ算子的模板，就能利

用最优化的频散关系确定每个ＦＤ模板节点上对应

的系数．而目前基于２Ｄ声波方程频率域ＦＤ算子格

式有多种，比如９点，１５点，１７点，２５点等各种格式的

算法，其对应的算子系数确定方法也各不相同（ｅ．ｇ．Ｊｏ

ｅｔａｌ．，１９９６；Ｍｉｎｅｔａｌ．，２０００；Ｃｈｅｎ，２０１２；张衡等，

２０１４；刘璐等，２０１３；Ｔａｎｇｅｔａｌ．，２０１５；Ｇｕｅｔａｌ．，

２０１３）．Ｆａｎ等（２０１７）基于２Ｄ声波方程提出了一个适用

性较广的优化方法，此方法几乎可以优化２Ｄ情况下的

各种差分格式．本文将Ｆａｎ等（２０１７）提出的２Ｄ频率域

优化方法扩展至３Ｄ声波情况．只要给定３Ｄ的ＦＤ模

板格式，便可利用此方法求解出对应的优化系数．

１　理论

１．１　差分格式

频率域三维声波方程可写为


２犘

狓
２＋

２犘

狔
２ ＋

２犘

狕
２ ＋
ω
２

狏２
犘＝０， （１）

其中，犘是位移分量，ω是角频率，狏是声波速度．

假设周围几个点的波场值对中心点二阶空间导

数的近似都有一定程度的贡献，且到中心点距离相

等的点权值大小相等．我们首先采用以下常用的３Ｄ

２７点格式近似空间导数（图１）：
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　３期 范娜等：一种优化的频率域三维声波有限差分模拟方法


２犘

狓
２ ≈

１

Δ狓
２［犮０犘犿，犾，狀＋犮１（犘犿－１，犾，狀＋犘犿＋１，犾，狀）＋犮２（犘犿，犾－１，狀＋犘犿，犾＋１，狀）＋犮３（犘犿，犾，狀－１＋犘犿，犾，狀＋１）

＋犮４（犘犿－１，犾－１，狀＋犘犿＋１，犾＋１，狀＋犘犿－１，犾＋１，狀＋犘犿＋１，犾－１，狀）＋犮５（犘犿－１，犾，狀－１＋犘犿＋１，犾，狀＋１＋犘犿－１，犾，狀＋１＋犘犿＋１，犾，狀－１）

＋犮６（犘犿，犾－１，狀－１＋犘犿，犾＋１，狀＋１＋犘犿，犾－１，狀＋１＋犘犿，犾＋１，狀－１）

＋犮７（犘犿－１，犾－１，狀－１＋犘犿＋１，犾－１，狀－１＋犘犿－１，犾＋１，狀－１＋犘犿＋１，犾＋１，狀－１＋犘犿－１，犾－１，狀＋１＋犘犿＋１，犾－１，狀＋１

＋犘犿－１，犾＋１，狀＋１＋犘犿＋１，犾＋１，狀＋１）］， （２ａ）


２犘

狔
２ ≈

１

Δ狔
２［犲０犘犿，犾，狀＋犲１（犘犿－１，犾，狀＋犘犿＋１，犾，狀）＋犲２（犘犿，犾－１，狀＋犘犿，犾＋１，狀）＋犲３（犘犿，犾，狀－１＋犘犿，犾，狀＋１）

＋犲４（犘犿－１，犾－１，狀＋犘犿＋１，犾＋１，狀＋犘犿－１，犾＋１，狀＋犘犿＋１，犾－１，狀）＋犲５（犘犿－１，犾，狀－１＋犘犿＋１，犾，狀＋１＋犘犿－１，犾，狀＋１＋犘犿＋１，犾，狀－１）

＋犲６（犘犿，犾－１，狀－１＋犘犿，犾＋１，狀＋１＋犘犿，犾－１，狀＋１＋犘犿，犾＋１，狀－１）

＋犲７（犘犿－１，犾－１，狀－１＋犘犿＋１，犾－１，狀－１＋犘犿－１，犾＋１，狀－１＋犘犿＋１，犾＋１，狀－１＋犘犿－１，犾－１，狀＋１＋犘犿＋１，犾－１，狀＋１

＋犘犿－１，犾＋１，狀＋１＋犘犿＋１，犾＋１，狀＋１）］， （２ｂ）


２犘

狕
２ ≈

１

Δ狕
２［犱０犘犿，犾，狀＋犱１（犘犿－１，犾，狀＋犘犿＋１，犾，狀）＋犱２（犘犿，犾－１，狀＋犘犿，犾＋１，狀）＋犱３（犘犿，犾，狀－１＋犘犿，犾，狀＋１）

＋犱４（犘犿－１，犾－１，狀＋犘犿＋１，犾＋１，狀＋犘犿－１，犾＋１，狀＋犘犿＋１，犾－１，狀）＋犱５（犘犿－１，犾，狀－１＋犘犿＋１，犾，狀＋１＋犘犿－１，犾，狀＋１＋犘犿＋１，犾，狀－１）

＋犱６（犘犿，犾－１，狀－１＋犘犿，犾＋１，狀＋１＋犘犿，犾－１，狀＋１＋犘犿，犾＋１，狀－１）

＋犱７（犘犿－１，犾－１，狀－１＋犘犿＋１，犾－１，狀－１＋犘犿－１，犾＋１，狀－１＋犘犿＋１，犾＋１，狀－１＋犘犿－１，犾－１，狀＋１＋犘犿＋１，犾－１，狀＋１

＋犘犿－１，犾＋１，狀＋１＋犘犿＋１，犾＋１，狀＋１）］， （２ｃ）

式中，犘犿，犾，狀＝犘（犿Δ狓，犾Δ狔，狀Δ狕），Δ狓、Δ狔和Δ狕分别

是狓、狔和狕方向的空间采样间隔，犮犻、犲犻、犱犻 分别表

示不同距离的点对
２犘

狓
２
、

２犘

狔
２
和

２犘

狕
２
近似的权值，角

标犻的编号位置如图１所示，犮犻、犲犻、犱犻满足以下关系式：

犮０＋２犮１＋２犮２＋２犮３＋４犮４＋４犮５＋４犮６＋８犮７ ＝０，

（３ａ）

犲０＋２犲１＋２犲２＋２犲３＋４犲４＋４犲５＋４犲６＋８犲７ ＝０，

（３ｂ）

犱０＋２犱１＋２犱２＋２犱３＋４犱４＋４犱５＋４犱６＋８犱７＝０．
（３ｃ）

对于质量加速度项ω
２

狏２
犘的近似同样采用２７点

形式，并代入式（１）中，得到３Ｄ声波方程的频率域

差分格式：

图１　频率域三维有限差分算子

Ｆｉｇ．１　Ｇｒｉｄｃｏｎｆｉｇｕｒａｔｉｏｎｓｆｏｒ３Ｄｆｒｅｑｕｅｎｃｙｄｏｍａｉｎ

ＦＤｏｐｅｒａｔｏｒ

１

Δ狓
２［犮０犘犿，犾，狀＋犮１（犘犿－１，犾，狀＋犘犿＋１，犾，狀）＋犮２（犘犿，犾－１，狀＋犘犿，犾＋１，狀）＋犮３（犘犿，犾，狀－１＋犘犿，犾，狀＋１）

　＋犮４（犘犿－１，犾－１，狀＋犘犿＋１，犾＋１，狀＋犘犿－１，犾＋１，狀＋犘犿＋１，犾－１，狀）＋犮５（犘犿－１，犾，狀－１＋犘犿＋１，犾，狀＋１＋犘犿－１，犾，狀＋１＋犘犿＋１，犾，狀－１）

＋犮６（犘犿，犾－１，狀－１＋犘犿，犾＋１，狀＋１＋犘犿，犾－１，狀＋１＋犘犿，犾＋１，狀－１）

＋犮７（犘犿－１，犾－１，狀－１＋犘犿＋１，犾－１，狀－１＋犘犿－１，犾＋１，狀－１＋犘犿＋１，犾＋１，狀－１＋犘犿－１，犾－１，狀＋１＋犘犿＋１，犾－１，狀＋１＋犘犿－１，犾＋１，狀＋１＋犘犿＋１，犾＋１，狀＋１）］

＋
１

Δ狔
２［犲０犘犿，犾，狀＋犲１（犘犿－１，犾，狀＋犘犿＋１，犾，狀）＋犲２（犘犿，犾－１，狀＋犘犿，犾＋１，狀）＋犲３（犘犿，犾，狀－１＋犘犿，犾，狀＋１）

＋犲４（犘犿－１，犾－１，狀＋犘犿＋１，犾＋１，狀＋犘犿－１，犾＋１，狀＋犘犿＋１，犾－１，狀）＋犲５（犘犿－１，犾，狀－１＋犘犿＋１，犾，狀＋１＋犘犿－１，犾，狀＋１＋犘犿＋１，犾，狀－１）

＋犲６（犘犿，犾－１，狀－１＋犘犿，犾＋１，狀＋１＋犘犿，犾－１，狀＋１＋犘犿，犾＋１，狀－１）

＋犲７（犘犿－１，犾－１，狀－１＋犘犿＋１，犾－１，狀－１＋犘犿－１，犾＋１，狀－１＋犘犿＋１，犾＋１，狀－１＋犘犿－１，犾－１，狀＋１＋犘犿＋１，犾－１，狀＋１＋犘犿－１，犾＋１，狀＋１＋犘犿＋１，犾＋１，狀＋１）］

＋
１

Δ狕
２［犱０犘犿，犾，狀＋犱１（犘犿－１，犾，狀＋犘犿＋１，犾，狀）＋犱２（犘犿，犾－１，狀＋犘犿，犾＋１，狀）＋犱３（犘犿，犾，狀－１＋犘犿，犾，狀＋１）
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＋犱４（犘犿－１，犾－１，狀＋犘犿＋１，犾＋１，狀＋犘犿－１，犾＋１，狀＋犘犿＋１，犾－１，狀）＋犱５（犘犿－１，犾，狀－１＋犘犿＋１，犾，狀＋１＋犘犿－１，犾，狀＋１＋犘犿＋１，犾，狀－１）

＋犱６（犘犿，犾－１，狀－１＋犘犿，犾＋１，狀＋１＋犘犿，犾－１，狀＋１＋犘犿，犾＋１，狀－１）

＋犱７（犘犿－１，犾－１，狀－１＋犘犿＋１，犾－１，狀－１＋犘犿－１，犾＋１，狀－１＋犘犿＋１，犾＋１，狀－１＋犘犿－１，犾－１，狀＋１＋犘犿＋１，犾－１，狀＋１＋犘犿－１，犾＋１，狀＋１＋犘犿＋１，犾＋１，狀＋１）］

＋
ω
２

狏２
［犫０犘犿，犾，狀＋犫１（犘犿－１，犾，狀＋犘犿＋１，犾，狀）＋犫２（犘犿，犾－１，狀＋犘犿，犾＋１，狀）＋犫３（犘犿，犾，狀－１＋犘犿，犾，狀＋１）

＋犫４（犘犿－１，犾－１，狀＋犘犿＋１，犾＋１，狀＋犘犿－１，犾＋１，狀＋犘犿＋１，犾－１，狀）＋犫５（犘犿－１，犾，狀－１＋犘犿＋１，犾，狀＋１＋犘犿－１，犾，狀＋１＋犘犿＋１，犾，狀－１）

＋犫６（犘犿，犾－１，狀－１＋犘犿，犾＋１，狀＋１＋犘犿，犾－１，狀＋１＋犘犿，犾＋１，狀－１）

＋犫７（犘犿－１，犾－１，狀－１＋犘犿＋１，犾－１，狀－１＋犘犿－１，犾＋１，狀－１＋犘犿＋１，犾＋１，狀－１＋犘犿－１，犾－１，狀＋１＋犘犿＋１，犾－１，狀＋１＋犘犿－１，犾＋１，狀＋１

＋犘犿＋１，犾＋１，狀＋１）］＝０， （４）

式中，犫犻表示不同距离的点对平均质量加速项
ω
２

狏２
犘

近似的权值，且满足以下关系式：

犫０＋２犫１＋２犫２＋２犫３＋４犫４＋４犫５＋４犫６＋８犫７ ＝１，

（５）

２７点差分格式（４）实际上是一种通用的格式，其他

常见的３Ｄ差分格式包括经典的７点格式和 ＡＤＭ

２７点格式均是差分格式（４）的一种特殊形式，其对

比关系详见附录．

我们首先考虑Δ狓＝ｍａｘ（Δ狓，Δ狔，Δ狕）的情况，

对于其他两种的情况后续进行讨论．将采样间隔比

狉１ ＝Δ狓／Δ狔、狉２ ＝Δ狓／Δ狕代入式（４），并令

犪犻＝犮犻＋狉
２

１犲犻＋狉
２

２犱犻 （犻＝０，１，２，…，７），（６）

得到：

１

Δ狓
２［犪０犘犿，犾，狀＋犪１（犘犿－１，犾，狀＋犘犿＋１，犾，狀）＋犪２（犘犿，犾－１，狀＋犘犿，犾＋１，狀）＋犪３（犘犿，犾，狀－１＋犘犿，犾，狀＋１）

　＋犪４（犘犿－１，犾－１，狀＋犘犿＋１，犾＋１，狀＋犘犿－１，犾＋１，狀＋犘犿＋１，犾－１，狀）＋犪５（犘犿－１，犾，狀－１＋犘犿＋１，犾，狀＋１＋犘犿－１，犾，狀＋１＋犘犿＋１，犾，狀－１）

＋犪６（犘犿，犾－１，狀－１＋犘犿，犾＋１，狀＋１＋犘犿，犾－１，狀＋１＋犘犿，犾＋１，狀－１）

＋犪７（犘犿－１，犾－１，狀－１＋犘犿＋１，犾－１，狀－１＋犘犿－１，犾＋１，狀－１＋犘犿＋１，犾＋１，狀－１＋犘犿－１，犾－１，狀＋１＋犘犿＋１，犾－１，狀＋１＋犘犿－１，犾＋１，狀＋１＋犘犿＋１，犾＋１，狀＋１）］

＋
ω
２

狏２
［犫０犘犿，犾，狀＋犫１（犘犿－１，犾，狀＋犘犿＋１，犾，狀）＋犫２（犘犿，犾－１，狀＋犘犿，犾＋１，狀）＋犫３（犘犿，犾，狀－１＋犘犿，犾，狀＋１）

＋犫４（犘犿－１，犾－１，狀＋犘犿＋１，犾＋１，狀＋犘犿－１，犾＋１，狀＋犘犿＋１，犾－１，狀）＋犫５（犘犿－１，犾，狀－１＋犘犿＋１，犾，狀＋１＋犘犿－１，犾，狀＋１＋犘犿＋１，犾，狀－１）

＋犫６（犘犿，犾－１，狀－１＋犘犿，犾＋１，狀＋１＋犘犿，犾－１，狀＋１＋犘犿，犾＋１，狀－１）

＋犫７（犘犿－１，犾－１，狀－１＋犘犿＋１，犾－１，狀－１＋犘犿－１，犾＋１，狀－１＋犘犿＋１，犾＋１，狀－１＋犘犿－１，犾－１，狀＋１＋犘犿＋１，犾－１，狀＋１＋犘犿－１，犾＋１，狀＋１＋犘犿＋１，犾＋１，狀＋１）］
＝０， （７）

其中，

犪０＋２犪１＋２犪２＋２犪３＋４犪４＋４犪５＋４犪６＋８犪７＝０，（８）

式（７）成为简化后最终的２７点差分格式，式中仅有

１４个相互独立的系数．

１．２　频散分析

采用经典的频散分析方法，将平面波犘（狓，狔，

狕，ω）＝犘０ｅ
－ｉ（犽狓狓＋犽狔狔＋犽狕狕

）代入到差分格式（７）中，得到

以下相速度频散关系表达式：

犞ｐｈ
狏
＝
犌
２π

－
犪０＋２犪１犜１＋２犪２犜２＋２犪３犜３＋４犪４犜４＋４犪５犜５＋４犪６犜６＋８犪７犜７
犫０＋２犫１犜１＋２犫２犜２＋２犫３犜３＋４犫４犜４＋４犫５犜５＋４犫６犜６＋８犫７犜槡 ７

， （９）

式中，犞ｐｈ是相速度，

犜１ ＝ｃｏｓ
２πｓｉｎθｃｏｓ（ ）犌

，犜２ ＝ｃｏｓ
２πｓｉｎθｓｉｎ
狉１（ ）犌

，

犜３ ＝ｃｏｓ
２πｃｏｓθ
狉２（ ）犌

，

犜４ ＝ｃｏｓ
２πｓｉｎθｃｏｓ（ ）犌

ｃｏｓ
２πｓｉｎθｓｉｎ
狉１（ ）犌

，

犜５ ＝ｃｏｓ
２πｓｉｎθｃｏｓ（ ）犌

ｃｏｓ
２πｃｏｓθ
狉２（ ）犌

，

犜６ ＝ｃｏｓ
２πｓｉｎθｓｉｎ
狉１（ ）犌

ｃｏｓ
２πｃｏｓθ
狉２（ ）犌

，

犜７＝ｃｏｓ
２πｓｉｎθｃｏｓ（ ）犌

ｃｏｓ
２πｓｉｎθｓｉｎ
狉１（ ）犌

ｃｏｓ
２πｃｏｓθ
狉２（ ）犌

，

每波长的采样点数犌与最大采样间隔ｍａｘ（Δ狓，Δ狔，
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Δ狕）有关．对于Δ狓＝ｍａｘ（Δ狓，Δ狔，Δ狕）的情况犌＝

２π／（犽Δ狓）．θ是声波传播方向与狕方向的夹角，是

方位角，即传播方向的水平投影量与狓方向的夹

角，满足关系式犽狓 ＝犽ｓｉｎθｃｏｓ，犽狔 ＝犽ｓｉｎθｓｉｎ，犽狕

＝犽ｃｏｓθ．最小化以下相速度误差函数即可求取１４

个独立系数犪犻，犫犻（犻＝１，２，…，７）的值，

　犈（犪１，…，犪７，犫１，…，犫７）＝１－
犞ｐｈ［ ］狏

２

ｄ珘犽ｄθｄ，

（１０）

其中，珘犽＝１／犌，传播角度θ和方位角取值范围为

［０，π／２］，珘犽的取值范围根据ＦＤ模板的点数与形状

进行选取．

１．３　边界条件

采用目前使用广泛的 ＰＭＬ 吸收边界条件．

ＰＭＬ层内部的频率域声波方可写为（Ｔａｎｇｅｔａｌ．，

２０１５；Ｆａｎｅｔａｌ．，２０１７）：

　　
１

狊
２

狓


２犘

狓
２＋

１

狊
２

狔


２犘

狔
２ ＋

１

狊
２

狕


２犘

狕
２ ＋
ω
２

狏２
犘＝０， （１１）

其中，狊狓 ＝１－２π犪犳
ｉ

ω

狓（ ）犔
２

，狊狔 ＝１－２π犪犳

×
ｉ

ω

狔（ ）犔
２

，狊狕 ＝１－２π犪犳
ｉ

ω

狕（ ）犔
２

，犔是ＰＭＬ层

的厚度，犳一般为震源子波的主频，犪取值１．７９．显

然，ＰＭＬ方程式（１１）需要确定犮犻、犲犻、犱犻 的值，虽然

他们满足关系式（６），仍需要寻找其他优化关系确定

其值．为此，构建以下函数：

犈１ ＝
犮０＋２犮１犜１＋２犮２犜２＋２犮３犜３＋４犮４犜４＋４犮５犜５＋４犮６犜６＋８犮７犜７
犫０＋２犫１犜１＋２犫２犜２＋２犫３犜３＋４犫４犜４＋４犫５犜５＋４犫６犜６＋８犫７犜７

＋
２πｓｉｎθｃｏｓ（ ）犌

２

， （１２ａ）

犈２ ＝
犲０＋２犲１犜１＋２犲２犜２＋２犲３犜３＋４犲４犜４＋４犲５犜５＋４犲６犜６＋８犲７犜７
犫０＋２犫１犜１＋２犫２犜２＋２犫３犜３＋４犫４犜４＋４犫５犜５＋４犫６犜６＋８犫７犜７

＋
２πｓｉｎθｓｉｎ
狉１（ ）犌

２

， （１２ｂ）

犈３ ＝
犱０＋２犱１犜１＋２犱２犜２＋２犱３犜３＋４犱４犜４＋４犱５犜５＋４犱６犜６＋８犱７犜７
犫０＋２犫１犜１＋２犫２犜２＋２犫３犜３＋４犫４犜４＋４犫５犜５＋４犫６犜６＋８犫７犜７

＋
２πｃｏｓθ
狉２（ ）犌

２

． （１２ｃ）

则最小化以下目标函数即可求取犮犻、犲犻、犱犻的值

犈＝（犈
２

１＋犈
２

２＋犈
２

３
）ｄ珘犽ｄθｄ， （１３）

式中，珘犽、θ、取值范围与式（１０）保持一致．由于犮犻、

犲犻、犱犻（犻＝１，２，…，７）满足关系式（６），上式目标函数

实际只需要求解１４个相互独立系数．

对于２７点格式，首先通过优化式（１０）求取犪犻

和犫犻（犻＝１，２，…，７）的值，然后通过优化式（１３）求取

犮犻、犱犻、犲犻（犻＝１，２，…，７）的值，整个过程中总共需要

确定２８个独立的系数．我们采用 ＭＡＴＬＡＢ软件中

的约束非线性最优化函数ｆｍｉｎｃｏｎ求取式（１０）和

（１３）中的优化系数．传播角度θ和 取值范围均为

［０，π／２］，间隔为π／２００．珘犽的取值范围为［０，０．２５］，

间隔为０．００２５．给定不同的狉１ 和狉２，即可得到２７点

格式的２８个相互独立的优化系数如表１．ＡＤＭ２７

点格式是优化２７点格式的一种特殊形式（见附录），

图２给出两种优化格式的频散曲线对比，图中不同

颜色的曲线代表不同的传播方向，可以看出两种优

化格式具有相同的精度．

前面只考虑了Δ狓＝ｍａｘ（Δ狓，Δ狔，Δ狕）的情况，

对于Δ狔＝ｍａｘ（Δ狓，Δ狔，Δ狕）和Δ狕＝ｍａｘ（Δ狓，Δ狔，

Δ狕）的情况，由于２７点格式具有几何对称性，Δ狓＝

ｍａｘ（Δ狓，Δ狔，Δ狕）情况下犪犻（犻＝１，２，…，７）的值若

按顺序赋给犪２、犪３、犪１、犪６、犪４、犪５、犪７ 即可得到Δ狔＝

ｍａｘ（Δ狓，Δ狔，Δ狕）情况下的优化系数，若按顺序赋

给犪３、犪１、犪２、犪５、犪６、犪４、犪７ 即可得到Δ狕＝ｍａｘ（Δ狓，

Δ狔，Δ狕）情况下的优化系数．

优化方法除了能优化２７点格式，也能优化其他

３Ｄ频率域有限差分格式，比如７点格式．设定珘犽的

取值范围为［０，０．１］，间隔为０．００１．对于 Δ狓 ＝

ｍａｘ（Δ狓，Δ狔，Δ狕）的情况，给定不同的狉１ 和狉２，可得

７点格式的１２个相互独立的优化系数如表２．经典

的７点格式也是本文的７点格式的一种特殊形式

（见附录）．图３给出了两种差分格式的频散曲线对

比，可以看出本文的７点格式比经典的７点格式具

有更高的精度．以±１％的相速度误差为标准，经典

的７点格式每波长采样点需要达到１２．７个，而本文

的优化７点格式只需要８．８个．

２　数值实验

为了测试本文的２７点优化格式的精度，分别采

用ＡＤＭ２７点格式、本文的２７点格式以及解析法

对一个均匀各向同性的介质模型进行正演计算，其

中解析解与Ｃｈｅｎ（２０１４）的方法一致．模型大小为

９６０ｍ×９６０ｍ×９６０ｍ，波速为３５００ｍ·ｓ－１，震源

位于模型中心处，时间函数采用主频为３０Ｈｚ的雷

克子波．模型采用正方体网格剖分，即狉１＝１．０，狉２＝

１．０，网格间距Δ狓＝Δ狔＝Δ狕＝１６ｍ．图４给出了三种

方法的结果对比图，其中图４ａ和４ｂ是两种数值方
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表１　当Δ狓＝ｍａｘ（Δ狓，Δ狔，Δ狕）时，不同狉１ 和狉２情况下２７点格式的优化系数

犜犪犫犾犲１　犗狆狋犻犿犻狕犲犱犮狅犲犳犳犻犮犻犲狀狋狊犳狅狉２７狆狅犻狀狋狊犮犺犲犿犲狑犻狋犺犱犻犳犳犲狉犲狀狋狉１，狉２狏犪犾狌犲狊犪狀犱Δ狓＝ ｍａｘ（Δ狓，Δ狔，Δ狕）

狉１＝１狉２＝１ 狉１＝１狉２＝２ 狉１＝１狉２＝３ 狉１＝２狉２＝１ 狉１＝２狉２＝２ 狉１＝２狉２＝３

犮１ ６．４２５２９７１６０×１０－１ ６．８２９４１２３５０×１０－１ ７．３７４５６５４９０×１０－１ ６．５７９０９３３９３×１０－１ ９．２１４６５８６７５×１０－１ ９．８１６８４６５９１×１０－１

犮２ －１．５９１２５１０３８×１０－１ －１．１８４７０５３９１×１０－１ －４．１５２７９９６５２×１０－２ －１．４０９０２７３８２×１０－１ １．５４１２７１４４０×１０－１ ２．０８６３３２６２４×１０－１

犮３ －１．５８４９８２０７５×１０－１ －１．１７６７０５１０８×１０－１ －６．５９７０２３９３３×１０－２ －１．３３６５９６０５４×１０－１ ９．２７６１１６４８１×１０－２ １．９０１６０１８２４×１０－１

犮４ ８．０２００４６０１１×１０－２ ５．８５６８７７８５３×１０－２ １．７９５７５６９２６×１０－２ ７．１２２７７２９８３×１０－２ －７．００１２０９５４２×１０－２ －１．０４４２６４７２９×１０－１

犮５ ７．９６９８２５７１５×１０－２ ５．８１４５９７１９３×１０－２ ３．０４８０１２５５６×１０－２ ６．７０３８２２７７８×１０－２ －６．４８６４５０６６３×１０－２ －９．５２０６２７８５３×１０－２

犮６ －１．８５９０４８９１４×１０－２ －４．０２７２４８８１６×１０－２ －７．９１４２７２０７８×１０－２ －３．２２８４０７５８５×１０－２ －１．８０１２２９０８８×１０－１ －２．０７５３１６８２９×１０－１

犮７ ９．０８３５５５４５７×１０－３ ２．０６５２５６３８０×１０－２ ４．１１７７２３２９７×１０－２ １．６１２１８９１１３×１０－２ ８．６８５７５５２６２×１０－２ １．０４１６２６００６×１０－１

犲１ －１．５９４７９６２１３×１０－１ －１．２１７０５４９５５×１０－１ －５．９７９２９８０３９×１０－２ －１．６５４４６８９３８×１０－１ －１．３７５６０２７１２×１０－１ －１．７０８８５２６１５×１０－１

犲２ ６．４２１８２８５４４×１０－１ ６．７９４８３９４１１×１０－１ ７．１９１３７６２２８×１０－１ ６．４６８１３８０４６×１０－１ ６．９１４４５６３８８×１０－１ ６．６１８７１４９７８×１０－１

犲３ －１．５８８５３６０１２×１０－１ －１．２０７４９９１８８×１０－１ －８．３０１８４７５３９×１０－２ －１．６６１１３１２９８×１０－１ －２．８８３４１８２５０×１０－１ －１．５３０８５８７９４×１０－１

犲４ ８．０３９３７３８２０×１０－２ ６．０４１８１６２８７×１０－２ ２．７８４０５６４０７×１０－２ ８．３０９９６６３１２×１０－２ ８．７４５７５９３５２×１０－２ ８．４０５３６５９９６×１０－２

犲５ －１．８３９１４５６３７×１０－２ －３．８６２０９０７２５×１０－２ －６．９９１７６４４９９×１０－２ －１．０４２３９７５４６×１０－２ －２．４５３５５４６９１×１０－２ －８．３３９４６８６８５×１０－３

犲６ ７．９８９３００６８１×１０－２ ５．９９１２６００２８×１０－２ ３．９７３２２１８６７×１０－２ ８．３４０８３５９５３×１０－２ ６．０８３３８０７８０×１０－２ ７．５２０１７２１１６×１０－２

犲７ ８．９７４９７２７３４×１０－３ １．９７０７７１４３９×１０－２ ３．６１８５４３１４８×１０－２ ４．９９６５５６３１７×１０－３ ２．９３７４４３９１６×１０－３ ４．８８３９５７９６８×１０－３

犱１ －１．４５６８８０９５８×１０－１ －１．６５５３９３０７２×１０－１ －１．６９５４４０６１２×１０－１ －７．７６８７１９５４５×１０－２ －９．７２９５２６０７７×１０－２ －１．５４３５６１１２１×１０－１

犱２ －１．４５６８６５１１９×１０－１ －１．６５４８３８８２８×１０－１ －１．６９４９５８８８５×１０－１ －９．２７３８５４３１３×１０－２ －９．３５２５４５２９７×１０－２ －１．４１６８７４１４８×１０－１

犱３ ６．５３６１７３７３４×１０－１ ６．４８５３６２４００×１０－１ ６．４６３７２９７５８×１０－１ ７．０７７６７９１０８×１０－１ ３．４９２４０１６２２×１０－１ ６．７４５５３２６６３×１０－１

犱４ －２．６７２４３１１４３×１０－２ －９．９０８９９７９７１×１０－３ －７．１２５０３８５４１×１０－３ －６．２０６３２３４３２×１０－２ －３．１３１６２４５６１×１０－４ －１．４５０７６０２５１×１０－２

犱５ ７．２５２２２６９７６×１０－２ ８．３０５４７７８０１×１０－２ ８．４９３５０９６９４×１０－２ ３．５９１０４８４０６×１０－２ ４．８６０１１４４９８×１０－２ ７．７３１６４６５９２×１０－２

犱６ ７．２５２１６５０２０×１０－２ ８．３０２６０７４９０×１０－２ ８．４９１０９１０４６×１０－２ ４．４０８３５９０１５×１０－２ ４．６７７４４２５９１×１０－２ ７．１０１５８４３５１×１０－２

犱７ １．３６９７５５５３０×１０－２ ４．７８３８１７０６６×１０－３ ３．４６３７７９８３３×１０－３ ３．２７４８４７８４４×１０－２ １．６８５６５８６１０×１０－４ ７．１６７８７２２１９×１０－３

犫１ ７．６１１６１２９３０×１０－２ ８．０６７６１３３１８×１０－２ ８．５９９２８２５３１×１０－２ ８．４８５２６９４８５×１０－２ ８．９７３６６０２９５×１０－２ ９．０３７７６８８８６×１０－２

犫２ ７．６１１０５６５９０×１０－２ ８．０６７４７８６９０×１０－２ ８．５７６０９０５４９×１０－２ ８．４６４９５１５８８×１０－２ ６．５１０３４６８１０×１０－２ ６．３２５９６０３０４×１０－２

犫３ ７．６３５９５２６９６×１０－２ ７．５２３６０３３０５×１０－２ ８．３６２７６７０７２×１０－２ ８．５８８５４２２５８×１０－２ ６．４５７２９３５３２×１０－２ ６．２１１８０４０３３×１０－２

犫４ ３．６２８９４４３６２×１０－３ ２．７５９２１８１０７×１０－３ ２．５８５４００１７５×１０－３ １．１４４５９４０１３×１０－４ １．９０８６４３５２９×１０－４ １．６６０５０５０７２×１０－４

犫５ ３．９４９５７６８７１×１０－３ ２．４７７８０１５７８×１０－３ ８．７７０４３５９６８×１０－５ ３．１１４５７０１９８×１０－３ ５．４８５６５０９５５×１０－４ ３．０９６２２４４８８×１０－４

犫６ ３．９５２６３１３４０×１０－３ ２．４７８６０３９３６×１０－３ ２．０４５５９９５５９×１０－４ ３．３９０３１６８６９×１０－５ ９．７２７３４２３４９×１０－３ １．０６９５７６７１８×１０－２

犫７ ９．９７４２２２１５４×１０－６ ６．１３８５１４７６７×１０－５ １．５２４８６８９６３×１０－５ １．０４２３６４３６３×１０－５ ６．８７９２７８６１２×１０－５ ５．３５７５３００６２×１０－５

表２　当Δ狓＝ｍａｘ（Δ狓，Δ狔，Δ狕）时，不同狉１ 和狉２ 情况下７点格式的优化系数

犜犪犫犾犲２　犗狆狋犻犿犻狕犲犱犮狅犲犳犳犻犮犻犲狀狋狊犳狅狉７狆狅犻狀狋狊犮犺犲犿犲狑犻狋犺犱犻犳犳犲狉犲狀狋狉１，狉２狏犪犾狌犲狊犪狀犱Δ狓＝ｍａｘ（Δ狓，Δ狔，Δ狕）

狉１＝１狉２＝１ 狉１＝１狉２＝２ 狉１＝１狉２＝３ 狉１＝２狉２＝１ 狉１＝２狉２＝２ 狉１＝２狉２＝３

犮１ １．００４２７５７３５×１００ １．００４６２３３９７×１００ １．００４６８８７２３×１００ １．００４４９８０３３×１００ １．００４７６０６５９×１００ １．００４８２４３７６×１００

犮２ －１．９９９０１１４３９×１０－３ －２．３８２５８６１７０×１０－３ －２．４５２５３３３６７×１０－３ －１．７８４２１８５４１×１０－３ －２．９９４７８７２０２×１０－３ －３．２６９０４１２１１×１０－３

犮３ －１．５０６８６１１３３×１０－３ －１．４８８５５３４８４×１０－３ －１．４９０７７０３５５×１０－３ －１．６８７０３９５１７×１０－３ －２．２３７７７８２２９×１０－３ －３．１７２６２５１９１×１０－３

犲１ －１．９９９００８０１０×１０－３ －２．３８２５６８７３６×１０－３ －２．４５２５４１４２０×１０－３ －４．３９０５０４２１０×１０－４ －５．３１０２２４８０８×１０－４ －５．４７４０９７４４３×１０－４

犲２ １．００４２７５７２２×１００ １．００４６２３３７９×１００ １．００４６８８６７５×１００ １．０００３９４１７２×１００ １．０００９０４９４２×１００ １．０００９７１９２５×１００

犲３ －１．５０６８４９６２０×１０－３ －１．４８８５３７８４２×１０－３ －１．４９０７８６６９３×１０－３ －３．３１１１６７６２０×１０－４ －１．８２９３７２７３６×１０－４ ５．０２６２６２２１５×１０－５

犱１ －２．２５６１８７９６５×１０－３ －５．６０９９７６４９５×１０－４ －２．４９１０７９２６４×１０－４ －２．６３８８２１９５３×１０－３ －６．６３０２３６０６０×１０－４ －２．９４８６７８６０６×１０－４

犱２ －２．２５６１７３１８０×１０－３ －５．６０９８８２０３３×１０－４ －２．４９１０３４３４６×１０－４ －１．０１０１６０７２５×１０－３ －１．４９４３１４９６１×１０－４ －６．５８３２４００５１×１０－５

犱３ １．００２９８９２３０×１００ １．０００７４８９１２×１００ １．０００３３６０６４×１００ １．００３０１９３０６×１００ １．０００７４４７９３×１００ １．０００３３３４８４×１００

犫１ ４．４６１５３９８１１×１０－２ ５．２７７４２０６５７×１０－２ ５．４２５１５６８４５×１０－２ ４．９６０９６４４４３×１０－２ ５．８５２８２７２７３×１０－２ ６．００１９４５１４８×１０－２

犫２ ４．４６１５４０２９１×１０－２ ５．２７７４１８３６６×１０－２ ５．４２５１５６８４１×１０－２ １．４９２７４６６６２×１０－５ ２．２０６９４８６３７×１０－２ ２．７８２９３９０５４×１０－２

犫３ ６．６０８３２２７４７×１０－２ ４．１６１９０８３７８×１０－２ ２．１３６８８２６４７×１０－３ ６．８８２２６８２６１×１０－２ ５．３４８９１０７９４×１０－２ ２．８７３５４１８２０×１０－２
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　３期 范娜等：一种优化的频率域三维声波有限差分模拟方法

图２　ＡＤＭ２７点格式和本文优化２７点格式频散曲线对比

左列是ＡＤＭ２７点格式，右列是本文优化２７点格式，每行子图对应不同的空间采样比，（ａ，ｂ）狉１＝１．０，狉２＝１．０；（ｃ，ｄ）

狉１＝１．０，狉２＝２．０；（ｅ，ｆ）狉１＝１．０，狉２＝３．０；（ｇ，ｈ）狉１＝２．０，狉２＝１．０；（ｉ，ｊ）狉１＝２．０，狉２＝２．０；（ｋ，ｌ）狉１＝２．０，狉２＝３．０．

子图中不同颜色的曲线代表各种不同的传播方向，传播角度θ和取值范围［０，π／２］，采样间隔为π／２０．

Ｆｉｇ．２　ＮｏｒｍａｌｉｚｅｄｐｈａｓｅｖｅｌｏｃｉｔｙｃｕｒｖｅｓｆｏｒｔｈｅＡＤＭ２７ｐｏｉｎｔｓｃｈｅｍｅ（ｌｅｆｔｃｏｌｕｍｎ）ａｎｄ

ｏｕｒｏｐｔｉｍａｌ２７ｐｏｉｎｔｓｃｈｅｍｅ（ｒｉｇｈｔｃｏｌｕｍｎ）

Ｒｏｗｓｆｒｏｍｔｏｐｔｏｂｏｔｔｏｍａｒｅｆｏｒ狉１＝１．０ａｎｄ狉２＝１．０（ａ，ｂ），狉１＝１．０ａｎｄ狉２＝２．０（ｃ，ｄ），狉１＝１．０ａｎｄ狉２＝３．０（ｅ，ｆ），

狉１＝２．０ａｎｄ狉２＝１．０（ｇ，ｈ），狉１＝２．０ａｎｄ狉２＝２．０（ｉ，ｊ），狉１＝２．０ａｎｄ狉２＝３．０（ｋ，ｌ）．Ｔｈｅｃｏｌｏｒｆｕｌｃｕｒｖｅｓｄｅｎｏｔｅｔｈｅ

ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎｄｉｒｅｃｔｉｏｎｓ．Ｔｈｅｒａｎｇｅｓｏｆｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎａｎｇｌｅｓθａｎｄａｒｅｂｏｔｈｗｉｔｈｉｎ ［０，π／２］ａｔａｎｉｎｔｅｒｖａｌ

ｏｆπ／２０．

法ＡＤＭ２７点格式和本文的２７点格式在０．１６ｓ时

刻狔＝４８０ｍ处狓狅狕平面内的波场快照图，图４ｃ和

４ｄ分别是波场快照图在深度狕＝４８０ｍ处沿水平方

向的横截波形图和在狓＝４８０ｍ处沿垂直方向的横

截波形图，图中三条曲线分别对应ＡＤＭ２７点格式

（蓝色曲线），本文的２７点格式（红色曲线）以及解析

解（黑色曲线）的计算结果．其中，ＡＤＭ２７点格式与

本文的２７点格式的波形曲线完全重合在一起，说明

两者的精度基本一致，与前面的频散曲线（图２）分

析结果一致．两种数值方法与解析解的波形存在很

小的差异，是由于数值误差的存在，如果采用更小的

空间网格间距，数值解与解析解的波形差异将会

减小．

为了测试７点优化格式的精度 ，选取一个大小
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图３　经典的７点格式和本文优化７点格式频散曲线对比

左列是经典的７点格式，右列是本文优化７点格式，每行子图对应不同的空间采样比；（ａ，ｂ）狉１＝１．０，狉２＝１．０；（ｃ，ｄ）狉１＝

１．０，狉２＝２．０；（ｅ，ｆ）狉１＝１．０，狉２＝３．０；（ｇ，ｈ）狉１＝２．０，狉２＝１．０；（ｉ，ｊ）狉１＝２．０，狉２＝２．０；（ｋ，ｌ）狉１＝２．０，狉２＝３．０．子图中

不同颜色的曲线代表各种不同的传播方向，传播角度θ和取值范围［０，π／２］，采样间隔为π／２０．

Ｆｉｇ．３　Ｎｏｒｍａｌｉｚｅｄｐｈａｓｅｖｅｌｏｃｉｔｙｃｕｒｖｅｓｆｏｒｔｈｅｃｌａｓｓｉｃａｌ７ｐｏｉｎｔｓｃｈｅｍｅ（ｌｅｆｔｃｏｌｕｍｎ）ａｎｄ

ｏｕｒｏｐｔｉｍａｌ２７ｐｏｉｎｔｓｃｈｅｍｅ（ｒｉｇｈｔｃｏｌｕｍｎ）

Ｒｏｗｓｆｒｏｍｔｏｐｔｏｂｏｔｔｏｍａｒｅｆｏｒ狉１＝１．０ａｎｄ狉２＝１．０（ａ，ｂ），狉１＝１．０ａｎｄ狉２＝２．０（ｃ，ｄ），狉１＝１．０ａｎｄ狉２＝３．０（ｅ，ｆ），狉１＝

２．０ａｎｄ狉２＝１．０（ｇ，ｈ），狉１＝２．０ａｎｄ狉２＝２．０（ｉ，ｊ），狉１＝２．０ａｎｄ狉２＝３．０（ｋ，ｌ）．Ｔｈｅｃｏｌｏｒｆｕｌｃｕｒｖｅｓｄｅｎｏｔｅｔｈｅｄｉｆｆｅｒｅｎｔ

ｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎｄｉｒｅｃｔｉｏｎｓ．Ｔｈｅｒａｎｇｅｓｏｆｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎａｎｇｌｅｓθａｎｄａｒｅｂｏｔｈｗｉｔｈｉｎ［０，π／２］ａｔａｎｉｎｔｅｒｖａｌｏｆπ／２０．

为８４０ｍ×８４０ｍ×８４０ｍ的均匀各向同性介质模

型，分别采用两种方式进行网格剖分．一种是正方体

网格，即狉１＝狉２＝１．０，空间采样间隔Δ狓＝Δ狔＝Δ狕＝

１４ｍ．我们分别使用了经典的７点格式、本文的７点

格式以及解析法进行正演计算．图５ａ和５ｂ是经典

７点格式和本文的７点格式在同一时刻狔＝４２０ｍ

处狓狅狕平面内的波场快照图，图５ｃ和５ｄ分别是波

场快照图在深度狕＝４２０ｍ处沿水平方向的横截波

形图和在狓＝４２０ｍ处沿垂直方向的横截波形图，

图中三条曲线分别对应经典７点格式（蓝色曲线）、

本文的７点格式（红色曲线）以及解析解（黑色曲线）

的计算结果．可以看出两种数值方法与解析解的波

形差别较大，说明均存在数值频散，但是，经典７点

格式比本文的７点格式数值误差更大，其精度更低．

为了减少数值误差的影响，减小空间采样间隔，分别

采用Δ狓＝Δ狔＝Δ狕＝１０ｍ和Δ狓＝Δ狔＝Δ狕＝８ｍ的
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图４　均匀各向同性介质中ＡＤＭ２７点格式、本文的２７点格式和解析解的模拟结果对比

（ａ）和（ｂ）ＡＤＭ２７点格式和本文的２７点格式在０．１６ｓ时刻狔＝４８０ｍ处狓狅狕平面内的波场快照图；（ｃ）两种数值

方法的波场快照图在深度狕＝４８０ｍ处沿水平方向的横截波形图与解析解的对比图；（ｄ）波场快照图在狓＝４８０ｍ

处沿垂直方向的横截波形图与解析解的对比图，图中三条不同颜色的曲线分别对应ＡＤＭ２７点格式（蓝色曲线）、

本文的２７点格式（红色曲线）以及解析解（黑色曲线）的计算结果．

Ｆｉｇ．４　ＳｉｍｕｌａｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓｆｏｒＡＤＭ２７ｐｏｉｎｔｓｃｈｅｍｅ，ｏｕｒｏｐｔｉｍａｌ２７ｐｏｉｎｔｓｃｈｅｍｅａｎｄ

ａｎａｌｙｔｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎｉｎｈｏｍｏｇｅｎｏｕｓｍｅｄｉａ

Ｐａｎｅｌ（ａ）ａｎｄ（ｂ）ａｒｅｔｈｅｗａｖｅｆｉｅｌｄｓｎａｐｓｈｏｔｓｏｆＡＤＭ２７ｐｏｉｎｔｓｃｈｅｍｅａｎｄｏｕｒｏｐｔｉｍａｌ２７ｐｏｉｎｔｓｃｈｅｍｅａｔ狋＝０．１６ｓ

ｉｎｔｈｅ狓狅狕ｐｌａｎｅａｔｔｈｅ狔＝４８０ｍ．Ｐａｎｅｌ（ｃ）ｉｓｔｈｅｈｏｒｉｚｏｎｔａｌｃｒｏｓｓｓｅｃｔｉｏｎｓｏｆｓｎａｐｓｈｏｔｓａｔｔｈｅｄｅｐｔｈｏｆ狕＝４８０ｍ

ｃｏｍｐａｒｉｎｇｗｉｔｈａｎａｌｙｔｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎ．Ｐａｎｅｌ（ｄ）ｉｓｔｈｅｖｅｒｔｉｃａｌｃｒｏｓｓｓｅｃｔｉｏｎｓａｔｔｈｅｄｉｓｔａｎｃｅｏｆ狓＝４８０ｍ．Ｔｈｅｃｕｒｖｅｓｉｎ

ｔｈｒｅｅｄｉｆｆｅｒｅｎｔｃｏｌｏｒｒｅｐｒｅｓｅｎｔｔｈｅｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｗａｖｅｆｏｒｍｓｆｏｒＡＤＭ２７ｐｏｉｎｔｓｃｈｅｍｅ（ｂｌｕｅ），ｏｕｒｏｐｔｉｍａｌ２７ｐｏｉｎｔ

ｓｃｈｅｍｅ（ｒｅｄ）ａｎｄａｎａｌｙｔｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎ（ｂｌａｃｋ）．

网格间距，得到与图５（ｃ和ｄ）类似的横截波形图

（图６，７），可以看出经典７点格式和本文的７点格

式均随着采样间距的变小，数值误差变小．但是，经

典７点格式比本文的７点格式的数值误差更大（图

６），说明其精度更低，当间距进一步减小，两种方法

与解析解基本一致（图７）．

另一种是长方体网格剖分地下模型，即狉１＝

１．０，狉２＝２．０（Δ狓＝ｍａｘ（Δ狓，Δ狔，Δ狕）），空间采样间

隔Δ狓＝Δ狔＝１４ｍ，Δ狕＝７ｍ，模型网格大小为６１×

６１×１２１．图８（ａ，ｂ）是经典７点格式和本文的７点

格式在同一时刻狔＝４２０ｍ处狓狅狕平面内的波场快

照图，图８ｃ和８ｄ分别是波场快照图在深度狕＝４２０ｍ

处沿水平方向的横截波形图和在狓＝４２０ｍ处沿垂

直方向的横截波形图，图中三条曲线分别对应经典

７点格式（蓝色曲线），本文的７点格式（红色曲线）

以及解析解（黑色曲线）的计算结果．由于狕方向上

采样间隔较小，故两种数值方法在有狓方向上存在

较严重的数值频散（图８ｃ），狕方向上与解析解吻合
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图５　均匀各向同性介质中经典的７点格式、本文的７点格式和解析解的模拟结果对比

（ａ，ｂ）经典的７点格式和本文的７点格式（狉１＝１．０，狉２＝１．０）在同一时刻狔＝４２０ｍ处狓狅狕平面内的波场快照图；

（ｃ）两种数值方法的波场快照图在深度狕＝４２０ｍ处沿水平方向的横截波形图与解析解的对比图；（ｄ）波场快照图

在狓＝４２０ｍ处沿垂直方向的横截波形图与解析解的对比图，图中三条曲线分别对应经典的７点格式（蓝色曲线）、

本文的７点格式（红色曲线）以及解析解（黑色曲线）的计算结果．

Ｆｉｇ．５　Ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓｆｏｒｃｌａｓｓｉｃａｌ７ｐｏｉｎｔｓｃｈｅｍｅ，ｏｕｒｏｐｔｉｍａｌ７ｐｏｉｎｔｓｃｈｅｍｅａｎｄ

ａｎａｌｙｔｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎｉｎｈｏｍｏｇｅｎｏｕｓｍｅｄｉａ

Ｐａｎｅｌ（ａ）ａｎｄ（ｂ）ａｒｅｔｈｅｗａｖｅｆｉｅｌｄｓｎａｐｓｈｏｔｓｏｆｃｌａｓｓｉｃａｌ７ｐｏｉｎｔｓｃｈｅｍｅａｎｄｏｕｒｏｐｔｉｍａｌ７ｐｏｉｎｔｓｃｈｅｍｅ（狉１＝１．０，

狉２＝１．０）ａｔｔｈｅｓａｍｅｔｉｍｅｉｎｔｈｅ狓狅狕ｐｌａｎｅａｔｔｈｅ狔＝４２０ｍ．Ｐａｎｅｌ（ｃ）ｉｓｔｈｅｈｏｒｉｚｏｎｔａｌｃｒｏｓｓｓｅｃｔｉｏｎｓｏｆｓｎａｐｓｈｏｔｓ

ａｔｔｈｅｄｅｐｔｈｏｆ狕＝４２０ｍｃｏｍｐａｒｉｎｇｗｉｔｈａｎａｌｙｔｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎ．Ｐａｎｅｌ（ｄ）ｉｓｔｈｅｖｅｒｔｉｃａｌｃｒｏｓｓｓｅｃｔｉｏｎｓａｔｔｈｅｄｉｓｔａｎｃｅｏｆ

狓＝４２０ｍ．Ｔｈｅｃｕｒｖｅｓｉｎｔｈｒｅｅｄｉｆｆｅｒｅｎｔｃｏｌｏｒｒｅｐｒｅｓｅｎｔｔｈｅｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｗａｖｅｆｏｒｍｓｆｏｒｃｌａｓｓｉｃａｌ７ｐｏｉｎｔｓｃｈｅｍｅ（ｂｌｕｅ），

ｏｕｒｏｐｔｉｍａｌ７ｐｏｉｎｔｓｃｈｅｍｅ（ｒｅｄ）ａｎｄａｎａｌｙｔｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎ（ｂｌａｃｋ）．

度较高（图８ｄ）．但是无论在狓还是狕方向上，本文的７

点格式比经典７点格式的数值误差小，说明本文的７

点格式精度更高，验证了图３中的理论频散分析．

此外，为了说明本文的７点格式和２７点格式在

非均匀介质中的适用性，采用一个具有起伏界面的

双层介质，模型大小为４８０ｍ×４８０ｍ×４８０ｍ，界面

形状如图９ａ所示，上层速度为３０００ｍ·ｓ－１，下层

速度为４０００ｍ·ｓ－１．分别采用本文的７点格式、２７

点格式以及时间域有限差分（ＴＤＦＤ）模拟方法进行

正演计算，震源时间函数与前面的均匀模型一致，震

源位于（２４０ｍ，２４０ｍ，２２４ｍ）处，空间采样间距为

Δ狓＝Δ狔＝Δ狕＝８ｍ，图９ｂ、９ｃ和９ｄ分别是本文的７

点格式、２７点格式和 ＴＤＦＤ方法在同一时刻狔＝

２４０ｍ处狓狅狕平面内的波场快照图，图９（ｅ，ｆ）分别

是波场快照图在深度狕＝２４０ｍ处沿水平方向的横

截波形图和在狓＝２４０ｍ处沿垂直方向的横截波形

图，可以看出两种频率域模拟方法与时间域有限差

分数值解均具有较好的一致性．
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图６　均匀各向同性介质中经典的７点格式（蓝色曲线）、本文的７点格式（红色曲线）和

解析解（黑色曲线）的模拟结果对比

两种数值方法的空间采样间隔均为Δ狓＝Δ狔＝Δ狕＝１０ｍ．（ａ）在狔＝３００ｍ、狕＝３００ｍ处沿水平方向的横截波形图与

解析解的对比图；（ｂ）在狓＝３００ｍ、狔＝３００ｍ处沿垂直方向的横截波形图与解析解的对比图．

Ｆｉｇ．６　Ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓｆｏｒｃｌａｓｓｉｃａｌ７ｐｏｉｎｔｓｃｈｅｍｅ（ｂｌｕｅｌｉｎｅ），ｏｕｒｏｐｔｉｍａｌ７ｐｏｉｎｔｓｃｈｅｍｅ（ｒｅｄｌｉｎｅ）ａｎｄ

ａｎａｌｙｔｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎ（ｂｌａｃｋｌｉｎｅ）ｉｎｈｏｍｏｇｅｎｏｕｓｍｅｄｉａ

ＴｈｅｓｐａｔｉａｌｉｎｔｅｒｖａｌｓｆｏｒｔｗｏｎｕｍｅｒｉｃａｌｍｅｔｈｏｄｓａｒｅΔ狓＝Δ狔＝Δ狕＝１０ｍ．Ｐａｎｅｌ（ａ）ａｒｅｔｈｅｈｏｒｉｚｏｎｔａｌｗａｖｅｆｏｒｍｓａｌｏｎｇｔｈｅ

ｌｉｎｅｏｆ狔＝３００ｍ，狕＝３００ｍｆｏｒｔｈｒｅｅｍｅｔｈｏｄｓ．Ｐａｎｅｌ（ｂ）ａｒｅｔｈｅｖｅｒｔｉｃａｌｗａｖｅｆｏｒｍｓａｌｏｎｇｔｈｅｌｉｎｅｏｆ狓＝３００ｍ，狔＝３００ｍｆｏｒ

ｔｈｒｅｅｍｅｔｈｏｄｓ．

图７　均匀各向同性介质中经典的７点格式（蓝色曲线）、本文的７点格式（红色曲线）和

解析解（黑色曲线）的模拟结果对比

两种数值方法的空间采样间隔均为Δ狓＝Δ狔＝Δ狕＝８ｍ．（ａ）在狔＝２４０ｍ、狕＝２４０ｍ处沿水平方向的横截波形图与

解析解的对比图；（ｂ）在狓＝２４０ｍ、狔＝２４０ｍ处沿垂直方向的横截波形图与解析解的对比图．

Ｆｉｇ．７　Ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓｆｏｒｃｌａｓｓｉｃａｌ７ｐｏｉｎｔｓｃｈｅｍｅ（ｂｌｕｅｌｉｎｅ），ｏｕｒｏｐｔｉｍａｌ７ｐｏｉｎｔｓｃｈｅｍｅ（ｒｅｄｌｉｎｅ）ａｎｄ

ａｎａｌｙｔｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎ（ｂｌａｃｋｌｉｎｅ）ｉｎｈｏｍｏｇｅｎｏｕｓｍｅｄｉａ

ＴｈｅｓｐａｔｉａｌｉｎｔｅｒｖａｌｓｆｏｒｔｗｏｎｕｍｅｒｉｃａｌｍｅｔｈｏｄａｒｅΔ狓＝Δ狔＝Δ狕＝８ｍ．Ｐａｎｅｌ（ａ）ａｒｅｔｈｅｈｏｒｉｚｏｎｔａｌｗａｖｅｆｏｒｍｓａｌｏｎｇｔｈｅ

ｌｉｎｅｏｆ狔＝２４０ｍ，狕＝２４０ｍｆｏｒｔｈｒｅｅｍｅｔｈｏｄｓ．Ｐａｎｅｌ（ｂ）ａｒｅｔｈｅｖｅｒｔｉｃａｌｗａｖｅｆｏｒｍｓａｌｏｎｇｔｈｅｌｉｎｅｏｆ狓＝２４０ｍ、狔＝２４０ｍｆｏｒ

ｔｈｒｅｅｍｅｔｈｏｄｓ．
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图８　均匀各向同性介质中经典的７点格式、本文的７点格式和解析解的模拟结果对比

（ａ，ｂ）经典的７点格式和本文的７点格式（狉１＝１．０，狉２＝２．０）在同一时刻狔＝４２０ｍ处狓狅狕平面内的波场快照图；（ｃ）两种数值方法的

波场快照图在深度狕＝４２０ｍ处沿水平方向的横截波形图与解析解的对比图；（ｄ）波场快照图在狓＝４２０ｍ处沿垂直方向的横截波形

图与解析解的对比图，图中三条曲线分别对应经典的７点格式（蓝色曲线）、本文的７点格式（红色曲线）以及解析解（黑色曲线）的计算结果．

Ｆｉｇ．８　Ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓｆｏｒｃｌａｓｓｉｃａｌ７ｐｏｉｎｔｓｃｈｅｍｅ，ｏｕｒｏｐｔｉｍａｌ７ｐｏｉｎｔｓｃｈｅｍｅａｎｄ

ａｎａｌｙｔｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎｉｎｈｏｍｏｇｅｎｏｕｓｍｅｄｉａ

Ｐａｎｅｌ（ａ）ａｎｄ（ｂ）ａｒｅｔｈｅｗａｖｅｆｉｅｌｄｓｎａｐｓｈｏｔｓｏｆｃｌａｓｓｉｃａｌ７ｐｏｉｎｔｓｃｈｅｍｅａｎｄｏｕｒｏｐｔｉｍａｌ７ｐｏｉｎｔｓｃｈｅｍｅ（狉１＝１．０，狉２＝２．０）ａｔｔｈｅ

ｓａｍｅｔｉｍｅｉｎｔｈｅ狓狅狕ｐｌａｎｅａｔｔｈｅ狔＝４２０ｍ．Ｐａｎｅｌ（ｃ）ｉｓｔｈｅｈｏｒｉｚｏｎｔａｌｃｒｏｓｓｓｅｃｔｉｏｎｓｏｆｐａｎｅｌａａｎｄｂａｔｔｈｅｄｅｐｔｈｏｆ狕＝４２０ｍ

ｃｏｍｐａｒｉｎｇｗｉｔｈａｎａｌｙｔｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎ．Ｐａｎｅｌ（ｄ）ｉｓｔｈｅｖｅｒｔｉｃａｌｃｒｏｓｓｓｅｃｔｉｏｎｓａｔｔｈｅｄｉｓｔａｎｃｅｏｆ狓＝４２０ｍ．Ｔｈｅｃｕｒｖｅｓｉｎｔｈｒｅｅｄｉｆｆｅｒｅｎｔ

ｃｏｌｏｒｒｅｐｒｅｓｅｎｔｔｈｅｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｗａｖｅｆｏｒｍｓｆｏｒｃｌａｓｓｉｃａｌ７ｐｏｉｎｔｓｃｈｅｍｅ（ｂｌｕｅ），ｏｕｒｏｐｔｉｍａｌ７ｐｏｉｎｔｓｃｈｅｍｅ（ｒｅｄ）ａｎｄａｎａｌｙｔｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎ（ｂｌａｃｋ）．

３　结论

基于３Ｄ声波方程，我们发展了一种新的频率

域正演优化方法．此方法的优势在于：只要给定ＦＤ

模板，即可直接构造频散方程，求解对应的优化系

数，其优化系数对应于频率域ＦＤ算子的各个节点，

可扩展优化其他格式，适应性较广．运用此优化方

法，我们计算得到了不同空间采样间距比情况下２７

点和７点格式的优化系数．理论频散分析和数值实

验表明我们的２７点格式与ＡＤＭ２７点格式有相同

的精度，７点格式比经典的７点格式具有更小的数

值频散，经典的７点格式最小波长网格点数需要达

到１２．７个，而我们的优化７点格式需要８．８个．

致谢　谨此祝贺姚振兴先生从事地球物理教学科研

工作６０周年．

附录

差分格式（４）实际上是一种通用的３Ｄ频率域

有限差分格式，包含了ＡＤＭ２７点格式和经典的７

点格式．

令
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　３期 范娜等：一种优化的频率域三维声波有限差分模拟方法

图９　具有起伏界面的双层介质模型的数值模拟结果

模型大小为４８０ｍ×４８０ｍ×４８０ｍ，（ａ）界面起伏形状；（ｂ，ｃ，ｄ）分别是采用本文的７点格式、２７点格式和时间域有限差分

（ＴＤＦＤ）模拟方法计算得到的在同一时刻狔＝２４０ｍ处狓狅狕平面内的波场快照图；（ｅ，ｆ）分别是波场快照图在深度狕＝２４０ｍ处沿

水平方向的横截波形图和在狓＝２４０ｍ处沿垂直方向的横截波形图．图中三条不同颜色的曲线分别对应本文的７点格式（蓝色曲线）、

本文的２７点格式（红色曲线）以及ＴＤＦＤ方法（黑色曲线）的计算结果．

Ｆｉｇ．９　Ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓｆｏｒａｔｗｏｌａｙｅｒｍｏｄｅｌｗｉｔｈａｕｎｄｕｌａｔｉｎｇｉｎｔｅｒｆａｃｅｕｓｉｎｇｄｉｆｆｅｒｅｎｔｎｕｍｅｒｉｃａｌｍｅｔｈｏｄｓ

Ｔｈｅｓｉｚｅｏｆｔｈｅｍｏｄｅｌｉｓ４８０ｍ×４８０ｍ×４８０ｍ．Ｐａｎｅｌ（ａ）ｉｓｔｈｅｓｈａｐｅｏｆｔｈｅｖｅｌｏｃｉｔｙｉｎｔｅｒｆａｃｅ．Ｐａｎｅｌ（ｂ，ｃ，ｄ）ａｒｅｔｈｅｗａｖｅｆｉｅｌｄ

ｓｎａｐｓｈｏｔｓｆｏｒｏｕｒｏｐｔｉｍａｌ７ｐｏｉｎｔｓｃｈｅｍｅ，ｏｕｒｏｐｔｉｍａｌ２７ｐｏｉｎｔｓｃｈｅｍｅａｎｄＴＤＦＤｍｅｔｈｏｄａｔｔｈｅｓａｍｅｔｉｍｅｉｎｔｈｅ狓狅狕ｐｌａｎｅａｔｔｈｅ

狔＝２４０ｍ．Ｐａｎｅｌ（ｅ）ｉｓｔｈｅｈｏｒｉｚｏｎｔａｌｃｒｏｓｓｓｅｃｔｉｏｎｓｏｆｓｎａｐｓｈｏｔｓａｔｔｈｅｄｅｐｔｈｏｆ狕＝２４０ｍ．Ｐａｎｅｌｆｉｓｔｈｅｖｅｒｔｉｃａｌｃｒｏｓｓｓｅｃｔｉｏｎｓａｔ

ｔｈｅｄｉｓｔａｎｃｅｏｆ狓＝２４０ｍ．Ｔｈｅｔｈｒｅｅｄｉｆｆｅｒｅｎｔｃｏｌｏｒｃｕｒｖｅｓｒｅｐｒｅｓｅｎｔｔｈｅｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｗａｖｅｆｏｒｍｆｏｒｏｕｒｏｐｔｉｍａｌ７ｐｏｉｎｔｓｃｈｅｍｅ（ｂｌｕｅ），

ｏｕｒｏｐｔｉｍａｌ２７ｐｏｉｎｔｓｃｈｅｍｅ（ｒｅｄ）ａｎｄａｎａｌｙｔｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎ（ｂｌａｃｋ）．

犮０ ＝－２，犮１ ＝１，犮犻＝０（犻＝２，３，４，５，６，７）

犲０ ＝－２，犲２ ＝１，犲犻＝０（犻＝１，３，４，５，６，７）

犱０ ＝－２，犱３ ＝１，犱犻＝０（犻＝１，２，４，５，６，７）

犫０ ＝１，犫犻＝０（犻＝１，…，７）

差分格式（４）即转化为经典的７点格式．

令

犮０＝－２（１－４α
Ｃｈｅｎ

１ －４α
Ｃｈｅｎ

２
），犮１＝１－４α

Ｃｈｅｎ

１ －４α
Ｃｈｅｎ

２
，

犮２ ＝－２α
Ｃｈｅｎ

１
，犮３ ＝－２α

Ｃｈｅｎ

１
，犮４ ＝α

Ｃｈｅｎ

１
，

犮５ ＝α
Ｃｈｅｎ

１
，犮６ ＝－２α

Ｃｈｅｎ
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２ ．
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Ｃｈｅｎ

１ －４β
Ｃｈｅｎ

２
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Ｃｈｅｎ

１
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１
，犲５ ＝－２β

Ｃｈｅｎ

２
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Ｃｈｅｎ

２
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１
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犱２ ＝－２γ
Ｃｈｅｎ

１
，犱３ ＝１－４γ

Ｃｈｅｎ

１ －４γ
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犱４ ＝－２γ
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Ｃｈｅｎ

１
，犱６ ＝γ

Ｃｈｅｎ

１
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犫０ ＝犮
Ｃｈｅｎ，犫１ ＝犱

Ｃｈｅｎ，犫２ ＝犱
Ｃｈｅｎ，犫３ ＝犱

Ｃｈｅｎ，

犫４ ＝犲
Ｃｈｅｎ，犫５ ＝犲

Ｃｈｅｎ，犫６ ＝犲
Ｃｈｅｎ，犫７ ＝犳

Ｃｈｅｎ．

其中，满足犮Ｃｈｅｎ＋６犱
Ｃｈｅｎ
＋１２犲

Ｃｈｅｎ
＋８犳

Ｃｈｅｎ
＝１．差分

格式（４）即转化为ＡＤＭ２７点格式（Ｃｈｅｎ２０１４）．
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